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Rappels

Soit M une variété lisse de dimension d. On adoptera les
notations suivantes :

1. C*°(M) désignera I'algébre commutative des fonctions C>
a valeurs réels sur M.

2. XY(M) I'espace des champs de vecteur sur M, c’est-a-dire
les sections C*° du fibré tangent py, : TM — M. Plus
généralement, on notera, pour tout entier 2 < g < d, X9(M)
I'espace des champs de multivecteur de degré q, c'est-a-dire,
les sections C*° du fibré vectoriel py : AITM — M.



Dans un systeme de coordonnées (xi, ..., Xy), un champ de
multivecteur Q € X'9(M) s'écrit

Q= Z lequajl VANPIRAN 8J-q.

1<i<...<jg<d

On pose X(M) = C*(M) & X}{(M) & ... ® X9 (M).



3. Pour tout entier 1 < g < d, Q9(M) désignera I'espace des
g-formes différentielles sur M. Dans un systeme de
coordonnées (xi, ..., Xq), une forme différentielle v € Q9(M)
s'écrit

o= Z Qg adxy A A dxg

1< <...<jg<d

et sa différentielle

da = Z doj, j, Ndx; AL A dx;,.

1< <...<jg<d

On pose Q(M) = C*(M) & Q{(M) & ... d QI(M).



Notons les identifications suivantes qui sont tres utiles.

@ Pour tout 1 < g < d, X9(M) s'identifie a |'espace des
applications

b

QUM) x ... x QM) — C®(M)

qui sont C*°(M)-multilinéaires alternées.
@ Pour tout 1 < g < d, Q9(M) s'identifie a I'espace des
applications

q
7\

-~

XY (M) x ... x XY(M) — C>®(M)

qui sont C*°(M)-multilinéaires alternées.



Pour tout Q € X9(M) et tout X € X1(M), la dérivée Lie de
Q dans la direction X, noté usuellement Lx @ sera noté
[X, Q]. Pour tout ay, ..., a, € QYM),

(X, Ql(a1,...,aq) = X.Q(ou,...,qq)

q
—ZQ(CYl,...,LxOéJ',...,Oéq).
Jj=1

De méme, si a € Q9(M), la dérivée de Lie de o dans la
direction de X est donnée, pour tout Xi, ..., X, € X1(M), par

Lxo(X, ..., Xy) = Xa(Xe,..., Xy)

q

S alXa L XX LX),
j=1



La différentielle d s’exprime a I'aide du crochet de Lie, c'est
ainsi que pour tout X, ..., X;11 € X}(M)

q+1
da(Xi, ... Xgr1) = D (-1 X.a(Xi,.... X, ..., Xge1)

=1

+ 3 (DX X K R X

1<i<j<d

Noter que si f € C>°(M) considérée comme un champ de
multivecteur de degré 0 ou comme une forme différentielle de
degré 0, on a

[X, f] = Lxf = df(X).



Pour tout entier 2 < g < d, un crochet de Leibniz d’ordre
g ou multi-dérivation sur M est une application

q
C¥(M) x ... x C*(M) —  C>®(M)
(A,....f,) = {h,.. )

telle que
Q { } est R-multilinéaire alternée;

Q { } Vvérifie la régle de Leibniz, c'est-a-dire, pour tout
f.g,bh,....f; € C*(M),

{fg.b,.... T,y =f{g. fh,.... T} +g{f fh ... .fy}.

On notera DI(M) I'espace des crochets de Leibniz d'ordre g
sur M.



Proposition.
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Les crochets d'ordre 2 vérifient une propriété remarquable. En
effet, pour tout crochet de Leibniz d'ordre 2, on définit le
Jacobiateur de { , } comme étant |'application

J: C¥(M) x C2(M) x C¥(M) —s C¥(M)

par

J(f,g.h) ={f.{g. h}} +{g {h,f}} +{h{f . g}}.

11



Proposition.

Le Jacobiateur est un crochet de Leibniz d’ordre 3.

Preuve. On a

J(ff2, g, h)

{Aifr,{g,h}} +{g.{h Aak}} +{h{Af,g}}
fitf, {g, h}} + b{fi, {g h}} + {g, filh K}}
+{g. b{h At} + {h fi{f,g}} + {h, L{f.g}}
fi{f,{g,h}} + L{f,{g h}} + {g, A}{h, £}
+h{g, {h L}} +{g, LH{h A} + Klg, {h A}}
+{h aH{f, g} + fi{h,{f,g}}

+{h LHf, g} + Hih{h,g}}

hJ(f, g, h)+ HJ(f,g,h).

12



Noter que si X et Y sont deux champs de vecteurs
(X, Y] =-[Y,X]
et que les opérateurs Ly, Ly vérifient
Lix,yj=Lxoly — LyoLx.
Cette formule appliquée pour Q@ € X9(M) donne

[[X, Y]? Q] = [X7 [Y7 Q]] - [Y7 [X7 Q”

13



Théoreme.

(Schouten-Nijenhuis) I/ existe sur X(M) un crochet [, ]
appelé crochet de Schouten-Nijenhuis vérifiant :

o [A B] c Xa—l—b—l

Q [A B] = —(-1)"VED[B, A].

Q [ABACI=[AB]AC+(-1)EVBAIA C], et
[AANB,Cl=AA[B,C]+ (1) Db[A C] A B.

o

(—nE DDA, B, ) + (—1)~ VDB, [, A + (- VEDc (A, B =0.  (3)

Q SiXeX* (M), Ac X°(M) et f € COO(M), alors

[X,A] = LxA, [X,f] = X(f).

14



Soit { , } un crochet de Leibniz d’ordre 2 et soit J son
Jacobiateur. Soient A € X?(M) et A, € X3(M) définis par

{f,g} = A(df,dg) et J(f,g, h)=A,(df, dg,dh).

Proposition.

15



Preuve :

Preuve.
Choisissons un systeme de coordonnées (xi, ..., x4) et écrivons
A= E A,J8, VAN 81',
ij

avec 2A; = {x;, x;} et calculons [A, A]. On a

[AA = [Ay0; A0y, Awdi A O]

ij o Lk

Un calcul direct utilisant le fait que [Aj, Ax] = 0, que
[0; A O, 01 A\ Ok] = 0 et les relations (9) et (10) donne

[A7A] = QI+QZ+Q3+Q47

16



avec

Q = ZZA,JaA,ka A Oy A Ok,
ij

Q = —ZZA,JﬁA,ka A Oy A O,
ij

Q = ZZA,kakAUa,Aa-Aaj,

iJj
Q = —ZZA,ka,A,,ama A 0.
iJj

Il s'avere que Q1 = @ = Q3 = Q4 et donc
[A, Al(dxm, dxn, dxp) =8> " (AmidjAnp + AnjOjApm + ApjOjAmn) -

Jj

(4)

17



D'un autre coté, on a

{Xm, {Xn, %o} } = A(dXm, d{Xn, Xp}) = 2A(dXm, dApp)
= 2 A0 A O(dxm, dAy)

i

= 4)  An0iAn.

J

Puisque A (dXm, dxXp, dx,) = J(Xm, Xn, X,), on déduit que
[A, Al(dXm, dXp, dx,) = 2A,(dXm, dX,, dxp),

ce qui établit la formule souhaitée.

18






Définition d’une structure de Poisson et

premieres propriétés

20



Définition.

Une structure de Poisson sur une variété lisse M est la donnée
d'un crochet de Leibniz d'ordre 2 sur M dont le Jacobiateur
est nul, c’'est-a-dire, la donnée de

{,}: C®°(M)x C>*(M) — C>(M)
(f.g) = {f,g}

tel que
Q {, } est R-bilinéaire alterné;
Q {, } vérifie la régle de Leibniz

{fg,h} = f{g,h} +g{f . h}, f,g he C*(M)
Q {, } vérifie I'identité de Jacobi

{f.{g, hi}+{g,{h f}}+{h {f. g}} =0, f,g he (M)

il



Théoréme.

29






Exemple.

Q Soit (.(a,-j)lgugn une matrice anti-symétrique a
coefficients réels. Alors le champ de bivecteur sur IR"

donné par
™ = Z a,-j8,~ A 8j
i7j

est de Poisson en vertu de (9).

Q Soit Xi,...,X, une famille de champs de vecteur sur une
variété M qui commute deux a dew.( et soit ((aj);<; j<,
une matrice anti-symétrique a coefficients réels. Alors le
champ de bivecteur sur M donné par

WZZ&UX,'/\)Q
i

est de Poisson.

2



Soit (M, 7) une variété de Poisson et soit (x1,...,Xxy) un
systeme de coordonnées et

™ = ij@; N 8j.
i<j

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g est donné
par

{f.g} = n(df, dg)

soit, localement

{f.g} => m;(0:f0;g — D:g0;f). (6)

i<j

25



Le champ de vecteur X¢ défini par

Xe(g) = {f g}

est appelé champ hamiltonien associé a f et, localement, X¢
s'écrit

On a aussi
X¢ = —[m, f] = —[f, 7] (8)

26



Le champ de bivecteur 7 définit un morphisme fibré, appelé
application d’ancrage,

mu: T"M — TM
par

B(ry(a)) = —a(my(B)) = m(e, B), «.BETM

Noter que X¢ = m4(df). On a, pour tout 1 </ < d,

«(dx;) Z mij0;

27



Le rang de I'application linéaire 74 (p) : T)M — T,M est
appelé rang de 7 au point p € M.
En vertu de (13), c'est le rang de la matrice anti-symétrique

(WU(P))K;ggd

et il est donc pair.

L'ensemble des points de M ol le rang est localement
constant est un ouvert dense de M, appelé ouvert régulier,
et noté M"™8. Un point de M8 est dit régulier alors qu'un
point dans M \ M"€ est dit singulier

28



¢ (M, {, }1) — (Ma,{, }2) est un morphisme de
Poisson si ¢* : C*°(M,) — C°°(M) est un morphisme
d'algebres de Lie, c'est-a-dire,

{¢°f, ¢"gh = ¢"{f, g}  Vf, g€ C¥(My).

En notant, m; et m les champs de bivecteur associés,
respectivement, a {, }1 et {, },, on a

(¢s71) = M2 0 @.

29



Un champ de vecteurs X sur une variété de Poisson (M, ) est
dit champ de Poisson si son flot présérve 7, c'est-a-dire,

[X, 7] = 0.

Proposition.
Soit (M, ) une variété de Poisson. Alors :

©Q Tout champ de vecteurs hamiltonien est un champ de
Poisson.

Q Pour tout couple de fonctions f, g et tout champ de
Poisson Y, on a

[Xe, Xel = Xy (10)
[Y. Xe] = Xvr). (11)

20



Soit M une surface et soit m un champ de bivecteur sur M. Le
crochet de Schouten-Nijenhuis |7, 7] qui est un champ de
multivecteur d'ordre 3 est identiquement nul. Ainsi tout

champ de bivecteur 7 sur M définit une structure de Poisson.
Localement 7 s'écrit

o 0
7T:7le—/\—

ox " Oy

Soit p un point dans le domaine de (x, y).

21



On a alors trois cas. e Le rang de m en p est 2 et p est
nécessairement régulier. On peut alors prendre 7;; non nul
partout. En posant

y 1 J
=x et X,y) = —ay,
q p(x,y) /Om(

u,v)
on a
99 9q
ox By 1 0] 1 20
p dp [T | 1 |=
ox Oy Ox T2 12

et donc (g, p) est un systeme de coordonnées. D'un autre
coté, d'apres (16)

{a.p} dqgop 0qop 1
=TT _—— =
9P 2\ oxay 9y ox
Donc dans le nouveau systéme de coordonnées (p, q), 7 s'écrit

_9.,9
0q  Op

D

™



e Le rang de 7 en p est nul et 7 est un point régulier. Dans ce
cas 7 est nul au voisinage de p.

23



e Le rang de 7 en p est nul et 7 est un point singulier. Dans
ce cas, au voisinage de p,

8 0
ox (’9y

T = T12—

avec 7y, une fonction non nulle et m15(p) = 0.
En écrivant le développement de Taylor de 71, au voisinage de
p, on obtient

7T12(X7y) = ax + b.y+ R(Xay)

avec a = Z12(p) et b= y( p). Ainsi m = 71 + R avec m;

linéaire. On peut alors se poser le probleme de la linéaraisation
de 7, c'est-a-dire, existe t-il un systéme de coordonées (u, v)
tel que

0 0
m = (OéU"‘ﬁV)%/\E,

ou « et [ sont des constantes réels?
4



La réponse a cette question est oui si d,m1, # 0. En effet,
supposons, par exemple, que %(p) # 0 et posons f = %.
Cette fonction ne s’annule pas sur un voisinage de p. Dans un
premier temps, on pose u; = T3 €t v; = y et on obtient un
systéme de coordonnées avec {u1, vs} = mof. Ainsi, dans
(ug,v1), 7 s'écrit

0 0

T =wmf—N-

(9u1 8v1'

Dans un deuxiéme temps, on pose u = u; et v = f %dvl et on
obtient un nouveau systeme de coordonnées et
{u,v} = u; = u et ainsi, dans (u, v),

0

5






7



Exercice.

28



Théoreme de Darboux-Weinstein et

feuilletage symplectique

20



Théoréme.
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Soit (M, ) une variété de Poisson telle que le rang de 7 est
égale a la dimension de M partout. Alors 7y : T"M — TM
est un isomorphisme fibré et on peut alors définir la 2-forme w
par

w(u,v) = W(W#l(u), ﬂ;l(v)). (12)
On obtient ainsi une 2-forme différentielle non dégénérée par
construction. D'un autre c6té, si p € M, il existe, d'apres
Corollaire 3.1, un systeme de coordonnées (g1, p1,- - -, qd, Pd)

tel que
S SN
—~ 0q;  Opi

Ainsi, pour i =1,...,d,

0 0
dgi) = — et dp;) = ——. 13
mi(da) = 5 et my(dp) =~ (13)
On déduit alors que

d
=N Ao A dp. 49 (14)



Inversement, étant donné une 2-forme symplectique w sur une
variété lisse M. L'application w’ : TM — T*M qui 3
v — w(v,.) est un isomorphisme fibré et on peut donc définir
le champ de bivecteur 7 par

-1

(e, B) = w(W’ (a),w” (B)). (15)

Proposition.

Soit (M,w) une variété symplectique. Alors le champ de
bivecteur m défini par (19) est de Poisson.

43



Théoreme.

44



Définition.

Un feuilletage singulier au sens de Stefan-Sussmann sur une
variété lisse M de dimension d est une partition

F = {fa}(ae,) de M en sous-variétés immergées et connexes
Fo., appelées feuilles, qui vérifie la propriété suivante :

Q pour tout point p € M, si F, est la feuille contenant p et
r sa dimension, alors, il existe un systéme de coordonnées
(v1,-.-,Ya) sur un ouvert U contenant p tels que la
composante connexe de U N F, contenant p est égale a
{Vrs1 =0... = yq = 0} et, pour toute famille de
constantes (¢, 41, - ..,Cq), la sous-variété
{Vr+1 = Cr41,...,Yd = Cq} est contenue dans une feuille
F, de F.

45



Considérons maintenant une variété de Poisson (M, 7). On
dira que deux points p,q € M sont en relation s'il existe une
famille de fonctions f, ..., f; sur M telle que

q=¢r,0...00,(p),

ou ng%l, ..., ¢, sont, respectivement, les flots des champs
hamiltoniens Xg, ..., Xr. On obtient ainsi une relation

d'équivalence ~ sur M et on notera (S, )(acry la répartition de
M en classes d'équivalence de ~.

46



Théoreme.

Soit (M, ) une variété de Poisson et soit (Sa)(acr) la
répartition définie ci-dessus. Alors :

Q pour tout a € I, S, est une sous-variété immergée de M
de dimension 2r,, et, pour tout p € S,, T,S, = Immx(p);

Q pour tout a € I, S, admet une forme symplectique w,,
telle que i : S, — M est un morphisme de Poisson;

Q (Sa)(acn) est un feuilletage singulier au sens de
Stefan-Sussmann.

47



Algebroides de Poisson

Soit (M, ) une variété de Poisson. Le crochet de Koszul
associé a 7 est le crochet [, |, défini sur Q'(M) par

[04,,3]7T = Lﬁ#(a)ﬁ — Lﬂ#(ﬁ)a — dﬂ'(a,ﬁ), o, ﬁ € QI(M)
(16)

48



Proposition.




Soit (M, ) une variété de Poisson. Le crochet de Koszul et
I'application d'ancrage permettent de définir, pour tout
0 < g < d, une différentielle

de - XI(M) — XITH(M),
et ce en copiant la formule (3) donnant la différentielle

usuelles sur les formes, c'est-a-dire, pour Q@ € X9(M) et
Qi,...,0q1 € Ql(/\/l),

q+1
drQ(an, ... o) = > (-1 'mu(e)-Qau, ...y, agi)

j=1

+Z '+JQ[a,,aj]ﬁ,al,...,d,-,...,dj,...

i<j

50



Proposition.

1

2

Les espaces de cohomologie

Kerd,
Imd,

HI(M) =

sont appelés espaces de cohomologie de Poisson.

51



Unimodularité des structures de Poisson

Soit (M, ) une variété différentiable orientable et x une forme
volume sur M. Rappelons que la divergence d'un champ de
vecteur X par rapport a p est la fonction div, X définie par

Lxp = (div,X)pu.

52



div,([X, Y]) = X(div, Y) — Y(div,X),

div,(fX) = X(f) + fdiv, X.

dive, X = X(In f) + div, X.

53



Pour toute fonction f sur M, posons

X,(F) = div, X;.

1
2

R4



Dans la cohomologie de Poisson, la classe de cohomologie de
X,, ne dépend pas du volume choisi et définit donc une classe
M € H(M) appelée classe modulaire de 7. La structure de
Poisson est dite unimodulaire si M = 0.
Proposition.
Soit (M, ) une variété de Poisson orientable. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

Q (M, ) est unimodulaire.

Q Il existe une forme volume . sur M telle que, pour tout

f e C2(M),
Lx.pp = 0.

515



Proposition.

Une structure de Poisson non nulle sur une variété de
dimension 2 est unimodulaire si et seulement si elle est
symplectique.

Proposition.

Soient M une variété de dimension 3, p une forme volume sur
M et a une 1-forme fermée sur M. Alors la relation

Il =

définit un champ de bivecteur de Poisson unimodulaire sur M.

56



Structures de Poisson linéaires

Soit V' un IR-espace vectoriel de dimension finie n. Une
structure de Poisson sur V est dite linéaire si le crochet de
deux formes linéaires sur V' et une forme linéaire sur V. Ainsi
V* munie du crochet de Poisson devient une algebre de Lie de
dimension finie.

r7



Inversement, soit (G, [, |) une algébre de Lie réelle de
dimension finie n. L'espace G** bidual de G s'identifie
naturellement a G et hérite donc d'une structure d'algebre de
Lie dont le crochet sera noté de la méme maniere que celui de
G. On obtient ainsi un crochet sur les formes linéaires de G*
qui se prolonge a tout C*°(G*) de la maniére suivante. Pour
tout couple f, g € C*>(G*) le crochet {f, g} est définie par

{f,g}(a) =< q, [daf> dag] > aeg.

5Q



Proposition.

RO



Soit G un groupe de Lie connexe et G = T.G son algebre de
Lie. La représentation adjointe de G dans G est
I'endomorphisme de goupes

Ad : G — GL(G)

défini par
d -1
Adgu=— gexp(tu)g™, g€ G, ueg.
dt|t=0
Sa différentielle a I'élement neutre définit une répresentation
ad : G — GI(G)

donnée par
ad,v =[u,v], u,veq.

Par dualité, on obtient les reprséntations coadjointes
respectivement de G et de G a savoir

Ad*: G — GL(G")

définie par



Proposition.

1




Théoréme.
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Structures de Poisson invariantes a gauche

sur un groupe de Lie

63



Soit G un groupe de Lie connexe d'élément neutre e et de
dimension n et soit G = T.G son algebre de Lie. Notons
X!(G) I'espace des champs de multivecteur invariant 2
gauche, c'est-a-dire, I'ensemble des champs de multivecteur Q
tels que, pour tout a € G,

L,.Q=Q,
ou L,: G — G est la translation a gauche définie par

L,(b) = ab. D'une maniere équivalente, Q € X/(G) si et
seulement si, pour tout champ de vecteur invariant a droite,

[X, Q] = 0.
Puisque
[X,[Qr, Qo] + [Q1, [Q2, X]] + (—1)(dee@=1)(des®=D)[Q, [X, Q]] = O,

on déduit que le crochet de Shouten-Nijenhuis de deux
champs de multivecteur invariants a gauche est invariant a
gauche. D'un autre coté, I'application de

X'(G) — NG =®_, A"G quia Q+— Q(e) est un
isomorphisme. L'image réciprogaie d'un élément g € AN*G sera



Lemma.

Etant donné une algebre de Lie G sur IR, il existe un unique crochet sur
AN*G qui étend le crochet d’'algébre de Lie sur G et qui vérifie les
propriétés suivantes :

Q SiAc NG et B € APG alors [A, B] € N*TE71G.
Q L’anti-commutativité graduée : si A € N?G et B € \°G alors

[A, B] = —(—1)(~D0-D[B, Al (24)

© La régle de Leibniz graduée : si A € N*G, B € A\PG et C € NG alors
[A,BAC] = [ABIAC+(-1)EVPBAIAC],  (25)
[AANB,C] = AA[B,C]+ (-1)cVP[A C]AB. (26)

©Q L'identité de Jacobi graduée : si A € N°G, B € AbG et C € NG
alors
(—1)ENEDIA B, €] + (-1) P DE[B, [C, Al + (—1)te DD

© Le crochet d’un élément de A*G avec un élément de \°G = IR est

nul. A5



Une structure de Poisson invariante a gauche sur G est la
donnée d'un champ de bivecteur 7 sur G invariant a gauche et
tel que [mr, 7] = 0. En vertu de ce qui precede, ceci équivaut a
la donnée d'un r € A%G tel que

[r,r] = 0. (28)

Les éléments de A2G vérifiant (39) sont appelés solutions de
I’équation de Yang-Baxter classique.

66



Dans tout ce qui suit, pour tout r € A%2G, on notera
r:g* —g
I'application définie par

plr(e)) = —a(r(B)) = r(a, ), a,feg”

et S, le sous-espace vectoriel de G image de r.

67
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Soit G une algebre de Lie et r € A2G. Définissons sur S, la
2-forme w, par

w(u, v) = r(a, B),
ou u=r(a) et v=r(B). Il est clair que w, est bien définie et
non dégénérée. C'est une forme symplectique sur S,.
Inversement, étant donné un sous-espace vectoriel
symplectique (S,w) de G. La forme symplectique w définit un
isomorphisme w” : S* — S. L'application

r:g*LS*L%S—%Q

définit un élément r € A2G tel que (S,,w,) = (S,w). ll'y a
donc une correspondance biunivoque entre les éléments de
A2G et les sous-espaces vectoriels symplectiques de G.

D’un autre c6té, tout élément r € A?G définit un crochet [, ],
sur G* par

[, 8], = ady gy — ady )8, «, B € G
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Proposition.

Soit G une algébre de Lie et soit r € N?G. Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

Q r vérifie I'équation de Yang-Baxter classique.

Q S, est une sous-algebre de Lie de G et, pour tout
u,v,w S Sl’/

w([u, v], w) + w([v, w], u) + w([w, u], v) = 0. (30)

En plus, si I'une des conditions est vérifiée alors (G*,[ , |,) est
une algébre de Lie et r : G* —> G est un morphisme d’algébre
de Lie.
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Proposition.
Soit G un groupe de Lie connexe, soit G son algébre de Lie et
r € A2G une solution de I'équation de Yang-Baxter classique.
Notons S, le sous-groupe connexe de G d’algébre de Lie S,.
Alors :
Q Le rang de r' est constant égale & dimS, et S, est la
feuille symplectique de r' passant par I'élément neutre.
@ L'adhérence S, hérite d'une structure de Poisson
invariante & gauche tel que i : S, — G est un
morphisme de Poisson et dont toutes les feuilles
symplectiques sont denses.
Q Les fibres de la fibration G — G /S, sont des
sous-variétés de Poisson de G dont les feuilles
symplectiques sont denses.

Q HS(M) =~ C>(G — G/S,).
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Lemma.
Soit (G, <, >,w) une algeébre de Lie munie d’un produit
scalaire bi-invariant et d’'une forme symplectique telle que

w([u, v], w) + w([v, w], u) + w([w, u],v) = 0.
Alors G est abélienne.

Corollaire.

Soit G un groupe de Lie compact et G son algébre de Lie.
Alors il y a une correspondance biunivoque entre les solutions
de I'équation de Yang-Baxter classique sur G et les
sous-algebres abéliennes de dimension paire de G.
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Algebroide de Lie d’une variété de Poisson

.
Soit (M, ) une variété de Poisson. Le crochet de Koszul
associé & m est le crochet |, | défini sur Q*(M) par

[@, Blr = Lry(@)B = Luy@ya — dn(a, B), B € QY(M).
(31)
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Proposition.
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.

Un algebroide de Lie au dessus d’une variété M est la donnée
d’un fibré vectoriel p : A — M, d'un morphisme de fibré

# : A— TM (ancre) et un crochet [, |a surT(A) tels que :

Q (T'(A),[, ]a) est une algébre de Lie (de dimension infinie),
Q pour tous a, b € T(A), f € C*(M),

[a, fb]a = fla, b]a+ #(a)(f)b. (Identity de Leibniz)
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.

Un algebroide de Lie au dessus d’une variété M est la donnée
d’un fibré vectoriel p : A — M, d'un morphisme de fibré

# : A— TM (ancre) et un crochet [, |a surT(A) tels que :

Q (T'(A),[, ]a) est une algébre de Lie (de dimension infinie),
Q pour tous a, b € T(A), f € C*(M),

[a, fb]a = fla, b]a+ #(a)(f)b. (Identity de Leibniz)

Comme conséquence, on aura # : [(A) — X*(M) est un
morphisme d’algébre de Lie, i.e.,

#([aa b]A) = [#(3)7 #(b)]? a,be r(A)'
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Connexions contravariantes sur une variété

de Poisson

&.

Soit (M, ) une variété de Poisson.
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Connexions contravariantes sur une variété

de Poisson

Soit (M, ) une variété de Poisson.
Une connexion contravariante sur M est une application

D : QY(M) x QY(M) — Q(M)

telle que, pour tous o, 3 € QY(M) et f € C*(M)
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Connexions contravariantes sur une variété

de Poisson

Soit (M, ) une variété de Poisson.
Une connexion contravariante sur M est une application

D : QY(M) x QY(M) — Q(M)

telle que, pour tous o, 3 € QY(M) et f € C*(M)
Q D est IR-bilinéaire,

fo3e]



Connexions contravariantes sur une variété

de Poisson

Soit (M, ) une variété de Poisson.
Une connexion contravariante sur M est une application

D : QY(M) x QY(M) — Q(M)

telle que, pour tous o, 3 € QY(M) et f € C*(M)
Q D est IR-bilinéaire,
Q Droff = fDaf3,
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Connexions contravariantes sur une variété

de Poisson

Soit (M, ) une variété de Poisson.
Une connexion contravariante sur M est une application

D : QY(M) x QY(M) — Q(M)

telle que, pour tous o, 3 € QY(M) et f € C*(M)
Q D est IR-bilinéaire,
Q Draff = fDup,
Q DufB = fDaff + my(a)(f)B.
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Compatibilités entre une métrique

riemannienne et un tenseur de Poisson

Soit (M, m, g) une variété munie d’'un tenseur de Poisson et
d’une métrique riemannienne.
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Compatibilités entre une métrique

riemannienne et un tenseur de Poisson

.

Soit (M, m, g) une variété munie d’'un tenseur de Poisson et
d’une métrique riemannienne.

Théoreme. (Théoreme fondamental de la géométrie
riemannienne :Connexion de Levi-Civita)
Il existe sur M une connexion covariante NV telle que, pour
X,Y,Ze XY (M),
9 [X, Y] = ny — VyX
En plus, V est donnée par la formule de Koszul :
2g(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Y.g(X,2Z)— Z.g(X,Y)

+e([X, Y], 2) + g([Z’ng}Y) +&([Z, Y], X).
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.

Soit (M, m, g) une variété munie d’'un tenseur de Poisson et
d’une métrique riemannienne.

Théoreme. (Théoreme fondamental de la géométrie de
Riemann-Poisson :Connexion de Levi-Civita
contravariante)

Il existe sur M une connexion contravariante D telle que, pour
a)ﬁ?W E QI(M)r

Q m4(a).g°(8,7) = &*(DaB,7) + £*(8, D),

Q [, B]x = DuS — Dsa.

En plus, V est donnée par la formule de Koszul :

28" (DaB,7) = mp(a).g"(8,7) + m#(B)-g" (v, 7) — m(7)-8"(a, B)
+&* ([, Blx,7) + g™ ([v, A, B) + & ([ B, @),
g*(df, dh) = g(Vf,Vh).
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Variétés de Riemann-Poisson

&.

Soit (M, , g) une variété munie d'un tenseur de Poisson et
d’une métrique riemannienne.

(o))



Variétés de Riemann-Poisson

&.

Soit (M, , g) une variété munie d'un tenseur de Poisson et
d’une métrique riemannienne.

On dira que (M, m, g) est de Riemann-Poisson si

Dom(B,7) = my(a).m(8,7)=7(DafB,v)—7(8, Day) = 0,

oll D est la connexion de Levi-Civita contravariante associée a
(,8).
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Feuilles symplectiques et algebres de Lie

d’isotropie d’une variété de
Riemann-Poisson

.
Soit (M, 7, g) une variété de Riemann-Poisson et S C M une
feuille symplectique et ws sa forme symplectique.
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Feuilles symplectiques et algebres de Lie

d’isotropie d’une variété de
Riemann-Poisson

.

Soit (M, 7, g) une variété de Riemann-Poisson et S C M une
feuille symplectique et ws sa forme symplectique.
Pour tout x € S, posons g, = ker m4(x). On a

T;M = 9Ux @gi_? TS = {W#(a)7a € gi_}

(0]



Feuilles symplectiques et algebres de Lie

d’isotropie d’une variété de
Riemann-Poisson

.

Soit (M, 7, g) une variété de Riemann-Poisson et S C M une
feuille symplectique et ws sa forme symplectique.
Pour tout x € S, posons g, = ker m4(x). On a

T;M = 9Ux @gi_, TS = {W#(a)7a € gi_}

Posons

gs(mu(a), m4(8)) = g"(a,B),
ws(m(a), m4(B)) = gs(Amy(a),74(8)) o, B € gx.

06



Feuilles symplectiques et algebres de Lie

d’isotropie d’une variété de
Riemann-Poisson

.

Soit (M, 7, g) une variété de Riemann-Poisson et S C M une
feuille symplectique et ws sa forme symplectique.
Pour tout x € S, posons g, = ker m4(x). On a

T;M = 9Ux @gi_, TS = {W#(a)7a € gi_}

Posons

gs(mu(a), m4(8)) = g"(a,B),
ws(m(a), m4(B)) = gs(Amy(a),74(8)) o, B € gx.
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Proposition.
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Proposition.

Pour tout «, 8 € g4, posons
[0, B = 1@, Bla(x), (@, B)x = g7 (e, B),
ol a(x) = a et B(x) = 5.

(e]0]



Proposition.

(S, gs) est une variété riemannienne,
Js = A(=A?)"Y2: TS — TS est une structure complexe et
(S, gs, Js) est une variété Kihlerienne.

Pour tout o, 5 € gy, posons
[0, Bl = [@, Bla(x), (@, B)x = g"(e, B),
ol d(x) = a et B(x) = B.

Proposition.

(g9x, [, ]x) est une algébre de Lie et (g%, 7, (, )%) est une
variété de Riemann-Poisson.
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Algebres de Lie de Riemann-Poisson

.
Soit (G,[, ]) une algébre de Lie et ( , ) un produit scalaire sur

g.
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Algebres de Lie de Riemann-Poisson

.

Soit (G,[, ]) une algébre de Lie et ( , ) un produit scalaire sur

g

Le produit de Levi-Civita de (G, [, |,(, )) est donné par la
formule

2(uv, w) = ([u, v], w) + ([w, v], u) + ([w, u], v).
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Algebres de Lie de Riemann-Poisson

.
Soit (G, [, ]) une algébre de Lie et (, ) un produit scalaire sur
g

Le produit de Levi-Civita de (G, [, |,(, )) est donné par la
formule

2(uv,w) = ([u, v], w) + ([w, v], u) + ([w, u], v).

Proposition.

(G*,m, (, )*) est une variété de Riemann-Poisson si et
seulement si, pour tous u,v,w € G,

[u, [v, w]] = [uv, w] + [v, uw].
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Définition.
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Définition.

Une algébre de Lie de Riemann-Poisson est une algebre de Lie
(G,[, |) munie d'un produit scalaire { , ) tels que le produit
de Levi-Civita vérifie

[u,[v,w]] = [uv,w] + [v,uw], u,v,w € G.
Théoréme.
Soit (G,[, |) une algébre de Lie munie d'un produit scalaire

(, ). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
Q (G,[, |,(,)) est une algebre de Lie de Riemann-Poisson.
Q La courbure du produit de Levi-Civita est nulle.

Q G=[G.G]® S, o [G,G] et S, sont abéliens et

5(7> = {u E,adu+adf, = O} = [Q,Q]J‘
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Théoreme.

Pour tout couple de champs de vecteur (X, Y') préservant le
feuilletage symplectique et g,-orthogonal a ce feuilletage,
g-(X,Y) est une fonction localement constante le long des
feuilles. En particulier, le feuilletage symplectique est un
feuilletage riemannien.
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Quelques classes d’exemples

.

Soit (M, g) une variété riemannienne, (X1, ..., X,) une famille
de champs de Killing qui commutent deux & deux et (a;)? =1
une matrice anti-symétrique.
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Quelques classes d’exemples

.

Soit (M, g) une variété riemannienne, (X1, ..., X,) une famille
de champs de Killing qui commutent deux & deux et (a;)? =1
une matrice anti-symétrique.

Pose

7r=Za,-jX,-/\Xj.

]
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Quelques classes d’exemples

&.

Soit (M, g) une variété riemannienne, (X1, ..., X,) une famille
de champs de Killing qui commutent deux & deux et (a;)? =1
une matrice anti-symétrique.

Pose

WZZQUX,'/\)Q.

]

Théoréme.
(M, 7, g) est une variété de Riemann-Poisson.
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Théoreme.
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